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sti eksperiment. Za nastanek tega dela pa so zadolžni tudi v podjetju C3M, kjer sem se
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Napihljive konstrukcije v praksi niso zelo pogoste, saj so zahtevne z vidika dimenzioniranja
zadostne togosti in vzdržljivosti. V primeru dobrega načrtovanja pa ima lahko taka kon-
strukcija številne prednosti. Ponavadi so lažje in cenejše, v konkretni aplikaciji za zemeljske
postaje pa je pomembno tudi, da s kovinskimi elementi ne motijo elektromagnetnih signalov.
Ker so te postaje postavljene v okolje, so izpostavljene vsem vrstam vremenskih vplivov. V
tej nalogi je predstavljena teorija, ki je potrebna za mehansko analizo napihljive lupinske
konstrukcije, prikazani so analitični in eksperimentalni validacijski primeri, na koncu pa je
dodan še numerični model zemeljske postaje Stream. Specifika sferične geometrije je pov-
zročila zanimive deformacijske oblike pri tlačnem obremenjevanju. Taki konstrukciji pri
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Inflatable structures are in practice not that common because they are challenging to design
with sufficient rigidness and durability. In the case of proper design can such structures have
many advantages. Usually they are lighter and cheaper, in the application of radome however
it also important that they do not disturb any of the incoming electromagnetic signals. Since
radomes are placed in the environment they are exposed to natural elements. Here we pre-
sent the theory necessary to mechanically evaluate inflatable shell structures, analytical and
experimental validation cases and numerical model to analyse radome. Specifics of spherical
geometry cause interesting deformational shapes when under compression. Such structure,
when exposed to a load that is beyond critical, loses a lot of its load-bearing capabilities.
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2 Teoretične osnove in pregled literature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1 Zemeljske postaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Teorija lupin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Metoda končnih elementov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4 Kinematika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.4.1 Gibanje delca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.4.2 Parametrizacija rotacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4.3 Gradient pomika in deformacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.5 Diskretizacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.5.1 Lokalni koordinatni sistem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.5.2 Prostostne stopnje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5.3 Interpolacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Na parkirišču Ljubljana - Barje stoji prototip zemeljske postaje Stream. Gre za anteno za
mikrosatelite, novost pri tej postaji pa je, da je konstrukcija, ki ščiti anteno pred zunanjimi
vplivi, povsem brez kovinskih delov. Vsaka dodatna ovira na poti signala ustvarja na anteni
šum in moti signal [1]. Inovativna rešitev je, da je konstrukcija v obliki napihljive sfere. Ker
so take postaje izpostavljene vremenskim vplivom, morajo biti sposobne zdržati različne
vrste obremenitev. Ena izmed teh obremenitev je snežna. Ker prototip postaje že stoji,
smo dobili informacijo, da se lahko pozimi pri določenih pogojih vrh postaje udre. Sneg se
primrzne na platno, zaradi česar ne zdrsne z vrha. Ko se ga nabere zadostna količina, se vrh
kupole ukloni. Čez dan se nato sneg rahlo odtaja in v vboklini se začne nabirati voda, kar
ustvari pozitivno povratno zanko. Da bi lahko pojav bolje razumeli, je bila naročena študija
mehanskega odziva postaje na snežno obremenitev.
1.2 Cilji naloge
1.2.1 Problematika
Taka konstrukcija je tipičen primer lupin. Čeprav so napetosti pri napihnjeni kupoli pred-
vsem natezne, razen pri vpetju zaradi robnega učinka, ne gre za povsem membransko stanje.
Takoj, ko dodamo snežno obremenitev, namreč povzročimo prečne obremenitve na kon-
strukcijo in v sistem vsilimo momente ter strižne sile. Material, iz katerega je konstrukcija,
je sicer impregnirana tkanina, vendar lahko nosi tudi nekaj upogibnih obremenitev, zato mo-
ramo tak sistem obravnavati po teoriji lupin [2]. Zaradi povesa, ki so je pojavil pri snežni
obremenitvi, moramo upoštevati teorijo velikih pomikov pri obravnavi sistema. To pomeni,
da upoštevamo, da se obremenitev pri deformaciji lahko spremeni, in zato opazujemo obre-
menitev na deformiranem telesu, ne kot pri teoriji majhnih pomikov, kjer opazujemo obre-
menitve na nedeformiranem telesu. Za reševanje takega sistema je smiselno uporabiti eno




Cilj te naloge je mehanska analiza zemeljske postaje. Analiza je izvedena s pomočjo pake-
tov AceGen in AceFEM, ki omogočata definicijo lastnih končnih elementov v programskem
okolju Mathematice. V ta namen je najprej izpeljana teorija lupinskih, kontaktnih in obre-
menitvenih končnih elementov. Pravilnost delovanja je validirana teoretično in empirično,
kar bo na koncu omogočilo verodostojno analizo postaje.
1.2.3 Struktura
Teoretične osnove
Največji poudarek je na izpeljavi lupinskih končnih elementov. Predstavili smo standarden
postopek izpeljave, kjer najprej določimo kinematiko delca na lupini, nato območje dis-
kretiziramo na elemente, za vsak element napišemo ravnotežno enačbo z aproksimativnimi
funkcijami in sistem enačb na koncu lineariziramo. Predstavljena sta tudi dva načina ite-
racijskega reševanja sistema, ts. Newton-Raphsonov algoritem in Arc-Length metoda. Ker
je notranjost lupine obremenjena s tlakom, je bila potrebna še izpeljava elementa, ki določa
deformacijsko odvisno obremenitev. Dodani so še elementi za razmak, ki vsiljujejo dvema
lupinskima elementoma kontaktni robni pogoj.
Metodologija raziskave
Najprej je prikazana implementacija teoretično izpeljanih končnih elementov v paketu Ace-
GEN. Koda do celotne analize je objavljena na spletni strani GitHub [3]. Sledila je validacija
elementov s primerjavo z analitičnim primerom in eksperimentom. Nazadnje je prikazana še
metodologija izdelovanja numeričnega modela postaje.
2
2 Teoretične osnove in pregled literature
Preden lahko začnemo s kakršnokoli analizo zemeljske postaje Stream, se je potrebno po-
drobneje spoznati s teorijo lupin, končnimi elementi in digitalno korelacijo slik. Iz izkušenj
lahko pričakujemo, da se bodo v sistemu pojavljale nelinearnosti, zajeti moramo velike po-
mike, uporabiti ustrezen konstitutiven model itd. Če je cilj, da na koncu uspemo narediti ve-
rodostojno mehansko analizo zemeljske postaje, moramo pravilno upoštevati vse omenjene
vplive. Kompleksna geometrija zahteva več, kot omogočajo orodja za analitično računanje,
zato je izpeljava ustrezne metode končnih elementov nujna. Izpeljava konkretnih elementov
zahteva dobro razumevanje matematike, saj operiramo z različnimi krivočrtnimi koordina-
tnimi sistemi in med njimi transformiramo različna skalarna in vektorska polja, in mehanike,
ker se ne gibljemo več samo v linearnem Hookovem območju. V nadaljevanju bodo najprej
na kratko opisane zemeljske postaje in lupine, nato bo predstavljena teorija lupin v mehaniki,
kateri bo sledila predstavitev metode končnih elementov in izpeljava konkretnih elementov,
ki so bili uporabljeni v analizi. Opisanih bo tudi nekaj drugih tem, ki so relevantne za izračun
ali eksperiment.
2.1 Zemeljske postaje
V zadnjem desetletju se je področje malih satelitov močno razvilo, s tem pa se je zelo
povečala tudi količina podatkov, ki jih proizvajajo. Zemeljska postaja je sprejemnik za sa-
telite na Zemlji, ki lovi signale poslane iz vesolja. Ponavadi tako postajo sestavlja radarska
antena v obliki krožnika, krmilni modul in lupina, ki varuje lupino pred zunanjimi dejavniki.
Ključna funkcija dobre lupine je, da mora biti čim bolj transparentna za elektro-magnetno
valovanje v frekvenčnem področju, v katerem želi sprejemati signale, in je v tem smislu
podobna steklu na hiši. Lupina ščiti anteno pred različnimi vremenskimi pojavi, npr. močan
veter, sneg . . . in drugimi zunanjimi dejavniki (živali, umazanija, itd.). S tem, ko je antena
ločena od zunanjega prostora z lupino, pa se zmanjšajo tudi potrebe po moči aktuatorjev, ki
premikajo anteno, in zahteve po togosti mehanske konstrukcije same antene [1].
Lupine so po pravilu sferične oblike in so lahko narejene iz različnih materialov: steklena
vlakna, kamena strela, tkanina s PTFE premazom, različne pene, satovje . . . Uporabljeni
materiali morajo preprečevati, da bi nanje primrzoval sneg, kar npr. dosežemo s PTFE pre-
mazom. Včasih so postaje tudi notranje ogrevane, kar odtaja primrznjeni sneg ali led na
površini.
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V praksi prevladujejo nekaj tipov lupin [1]:
– Laminirane - Lupine narejene iz laminatov so ponavadi narejene iz ene ali več plošč iz
steklenih vlaken. Iz ene plošče so ponavadi narejene majhne lupine, tja do 1 m v premeru,
medtem ko so večje sestavljene iz večih plošč. Šivi med ploščami so vir elektromagnetnih
motenj in se jih zato želimo izogniti. Take lupine zelo dobro prenašajo signale pod 3 GHz,
je pa meja odvisna tudi od debeline lupine.
– Napihljive - Napihljive lupine so pravzaprav prirezani sferični baloni, narejeni iz močnih
neprepustnih tkanin, ki zdržijo notranji nadtlak. V smislu prenašanja elektromagnetnih si-
gnalov so superiorne ostalim vrstam lupin. Glavna težava, ki se pojavlja pri tej vrsti lupin,
pa je njena togost, saj mora lupina zdržati močne sunke vetrov in težo snega, pri vsem
skupaj pa se ne sme premočno deformirati, da ne ovira ali poškoduje antene. Potrebno je
zagotoviti tudi sekundarni vir napajanja za kompresor, ki ustvarja nadtlak v lupini.
– Sendvič - Lupine s steno iz sendvič konstrukcije so lahko sferične ali pa s stranicami v
obliki mnogokotnikov. V slednjem primeru so plošče lahko skupaj prilepljene ali pri-
vijačene. Zunanji sloj je ponavadi iz steklenih vlaken in zagotavlja vodotesnost. Take
lupine dobro prenašajo signale v ozkem frekvenčnem območju ali pri več diskretnih fre-
kvencah.
– Kovinski okvirji - Lupina je lahko narejena tudi iz mreže trikotnikov, ki sestavljajo kovin-
ski okvir. Trikotniki so nepravilno postavljeni in privijačeni skupaj tvorijo sferično obliko.
Površino trikotnika prekriva membrana z nizko dielektrično konstanto, ponavadi pa ima
tudi PTFE premaz, da prepreči primzovanje ledu. Taka postaja lahko deluje v območju od
1 - 20 GHz.
– Dielektrični okvirji - Zelo podobni kovinskim okvirjem s to razliko, da so palice nare-
jene iz steklenih vlaken. Prednost pred kovinskimi okvirji imajo pri frekvencah nižjih
od 1 GHz, pri višjih frekvencah pa njihova interferenca s signalom niha in so zato manj
primerni.
2.2 Teorija lupin
Lupina je dvodimenzionalen mehanski element v prostoru. Opisuje telesa, ki so omejena z
dvema ukrivljenima površinama, razdalja med površinama, debelina, pa je majhna v primer-
javi z ostalimi dimenzijami [4] (slika 2.1). V splošnem debelina ni nujno konstantna, vendar
se bomo v tem delu omejili na to predpostavko. Množico točk, ki se nahajajo na sredini med
obema površinama, imenujemo srednja površina lupine. Srednja površina skupaj s podatkom
o debelini popolnoma opiše geometrijo lupine. Ker je površina dvodimenzionalni geometrij-
ski objekt, jo lahko popišemo z dvema krivočrtnima koordinatama. Debelino lupine se meri
v smeri normale na srednjo površino in jo označimo s h. Krivočrtni koordinati, ki tečeta po
srednji površini, ponavadi označujemo s ξ in η, uporabljamo pa še pomožno koordinato ζ, ki
teče po debelini [5].
V mehanskem smislu so lupine zelo podobne ploščam in membranam [6]. Prav tako gre za
dvodimenzionalne mehanske elemente, pri čemer pri ploščah predpostavimo, da niso ukri-
vljene in vse obremenitve delujejo pravokotno na srednjo ravnino plošče, pri membranah pa
zanemarimo strižno nosilnost in upoštevamo, da lahko prenašajo le natezne napetosti, ne pa
tudi upogibnih. Lupina lahko prenaša tako upogibne (plošča) kot natezne napetosti (mem-
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brana). Dodatna lastnost lupin je tudi ta, da so lahko že v nedeformiranem stanju ukrivljene
in tako del tridimenzionalnega prostora.
Ločujemo med tankostenskimi in debelostenskimi lupinami. Da je lupina tanka mora imeti










kjer je R radij ukrivljenosti. V tem delu se bomo omejili le na tankostenske lupine. Ta
predpostavka omogoča, da zanemarimo strižne deformacije in se omejimo le na deformacije
zaradi upogiba in natega.
Osnovne predpostavke
Nelinearna teorija tankostenskih hiperelastičnih lupin upošteva naslednje predpostavke [4]:
– Ravne prerezne ravnine pred deformacijo ostanejo ravne tudi po deformaciji.
– Normale na nedeformirano srednjo ravnino ostanejo ravne in normalne na deformirano
srednjo ravnino in se ne raztegnejo ali skrčijo. Ta predpostavka implicitno pove, da ni
nobenih deformacij (nateznih ali strižnih) v smeri normale na srednjo ravnino.
– Prečna natezna komponenta napetosti na srednjo ravnino je majhna v primerjavi z osta-




Slika 2.1: Skica lupine
2.3 Metoda končnih elementov
Teorija lupin nam poda vodilne enačbe, ki določajo napetosti in deformacije v materialu.
Vendar so sistemi enačb diferencialni in nelinearni, kar iskanje rešitev zelo oteži. Razen v
nekaj osnovnih primerih namreč do analitičnih rešitev ne moremo priti. Iz tega razloga so se
razvile uporabne aproksimativne metode, ki omogočajo numerično iskanje aproksimativnih
rešitev.
V tej nalogi bomo uporabili ti. Metodo končnih elementov, ki je pogosto uporabljena za
reševanje mehanskih sistemov. Osnovna ideja te metode je, da domeno razdelimo na prepro-
ste in izračunljive poddomene, ki jih imenujemo končni elementi [4]. Taki elementi imajo
5
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ponavadi preprosto geometrijo trikotnikov ali štirikotnikov, uniformne pa ima tudi materi-
alne lastnosti, npr. debelina, modul elastičnosti itd. Polja pomikov po elementu aproksimi-
ramo s preprostimi polinomskimi funkcijami, pri čemer kot referenčne vrednosti jemljemo
vrednosti v vozliščih. Glavna prednost interpolacije s polinomi je, da jih lahko učinkovito
numerično integriramo. Ponavadi tu uporabimo Gaussovo numerično integracijo.
Potek izračuna se začne z mrežo, ki jo sestavljajo elementi in vozlišča. Vozlišča so no-
silci vrednosti različnih polj, elementi pa so povezave med vozlišči. Neznanke v vozliščih
izračunamo preko linearizirane ravnotežne enačbe, pri čemer želimo med sabo izničiti vse
notranje in zunanje sile. Povezave med vozlišči prispevajo različne notranje sile, ki jih sesta-
vljamo v ti. togostne matrike. Vsak element ima svojo togostno matriko, ker pa so vozlišča
v mreži skupna, lahko posamezne prispevke seštejemo v globalno togostno matriko.
Tak pristop omogoča tudi zelo veliko prilagodljivost, saj lahko dodatne sile v sistem uvajamo
preko prištevanja novih togostnih matrik. Če želimo ustvariti novo povezavo med dvema
neznankama, samo na ustrezna mesta v globalni matriki prištejemo njuno interakcijo. Na
tak način lahko preprosto definiramo zapletene robne pogoje, kot je npr. tangencialni robni
pogoj, ali pa sile, ki so odvisne od deformacij, npr. tlak.
Izpeljava končnega elementa poteka po naslednjih korakih.
1. Določitev kinematike posameznega delca (položaj, pomik, deformacija).
2. Interpolacija polj z oblikovnimi funkcijami.
3. Zapis ravnotežne enačbe z interpoliranimi spremenljivkami.
4. Linearizacija ravnotežne enačbe.
2.4 Kinematika
Pravilna definicija gibanja delca je temeljna za nadaljno mehansko analizo. Potrebno je biti
pozoren, da se upošteva pravilne predpostavke o gibanju in definiciji deformacij. Kinematika
preučuje položaj in pomik ter s tem deformacijo delca brez zajemanja vzrokov, ki gibanje
povzročajo. Ključna je izbira koordinatnega sistema, ki sicer ne vpliva na deformiranje,
vendar se v različnih koordinatnih sistemih enako gibanje vidi drugače.
2.4.1 Gibanje delca
Položaj vsakega materialnega delca v lupini je lahko opisan v različnih koordinatnih siste-
mih. Za definiranje geometrije v prostoru ponavadi uporabimo globalni kartezijev ortogo-
nalni koordinatni sistem, ki omogoča dobro predstavo oblike. Geometrijo tankih lupin pa
lahko predstavimo tudi v naravnem koordinatnem sistemu, kjer dve krivočrtni koordinati
opisujeta točke na srednji ravnini, dodana pa je tudi pomožna koordinata, ki opisuje debe-
lino. Tak koordinatni sistem omogoča razčlenitev deformacij in napetosti po komponentah,
ki jim znamo pripisati fizikalni pomen, npr. upogibne, natezne, strižne . . .
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Naj R predstavlja začetno nedeformirano lego materialne točke na površini lupine. Naj r
predstavlja ustrezno trenutno lego te točke. Upoštevajmo predpostavko, da prerezi ostajajo
plani. Položaj materialne točke lahko zapišem z novima koordinatama ξ = {ξ1, ξ2}T , ki tečeta
po srednji ravnini lupine ter hkrati tudi slikata projekcijo točke na srednjo ravnino in dodatno
koordinato ξ, ki teče po debelini h. Matematično to zapišemo kot








Slika 2.2: Geometrija lupine
Enotski vektor n (normala) predstavlja normalni vektor v materialni točki na srednjo ravnino
v začetnem stanju sistema, vektor RM pa opisuje začetni položaj srednje ravnine lupine.
Enotski vektor d (direktor) opisuje rotacijo prereza, rM pa trenutni položaj materialne točke
na srednji ravnini. Za popolni popis deformacije torej potrebujemo tri komponente vektorja
rM za pomik in tri komponente vektorja d za zasuk, zato tak pristop imenujemo tudi teorija
6 parametrov [5].
Vektor d v trenutnem sistemu je zarotirana normala n [7]
d = (φ) · n, (2.3)
kjer je  rotacijska matrika. Rotacijo parametriziramo z Eulerjevimi koti, ki jih označimo z
vektorjem φ.
Položaji točk v poljubnem času niso nujno podobni začetni konfiguraciji. Pomiki so lahko
enakega velikostnega razreda kot same dimenzije.
2.4.2 Parametrizacija rotacije
Rotacijsko matriko  za rotacijo vektorja d smo zapisali z Eulerjevimi koti φ. Za poenosta-
vljeno računanje rotacijske matrike lahko uporabimo Rodriguesovo rotacijsko formulo [5].
Formula predstavlja učinkovit algoritem za računanje rotacij vektorjev v 3D prostoru okoli
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poljubne osi in za poljuben kot zasuka. Formulo lahko razširimo tako, da zajema 3 različne
osi vrtenja in s tem definira 3D rotacijsko matriko. Ponavadi jo kombiniramo z Eulerjevimi
koti, katere smo tudi mi uporabili v prejšnjem poglavju za definicijo zasukov.
V tej formulaciji je matrika








θ = |φ|, (2.5b)
ω̂ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 0 −φ3 φ2φ3 0 −φ1
−φ2 φ1 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.5c)
I pa je identična matrika.













za zelo majhne kote θ2 < TOL pa velja

















Toleranca TOL naj bo neka majhna številka, npr. TOL = 10−8. Aproksimacija je natančna
za vse vrednosti θ, prednost te metode pa je tudi to, da nima singularnosti.
2.4.3 Gradient pomika in deformacija
Gradient pomika
Gradient pomika F bo potreben v vseh nadaljnih enačbah, ki bodo povezovale količine pred
in po deformaciji. Opisuje, kako se relativni položaj dveh bližnjih materialnih točk spremeni
po deformaciji. Opazujmo dve materialni točki Q1 in Q2 v bližini materialne točke P (slika
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2.3). Položaja teh dveh točk sta relativno glede na P določena z elementarnim vektorjema
dR1 in dR2 kot
dR1 = RQ1 − RP, (2.8a)
dR2 = RQ2 − RP. (2.8b)
Po deformaciji so se vsi trije delci premaknili v trenutni položaj (ob času t)





















− rP (RP, t) . (2.10b)





s čimer čahko izračunamo elementarna vektorja kot
dr1 = F dR1, (2.12a)
dr2 = F dR2. (2.12b)
Gradient pomika F torej lahko transformira vektor iz začetnega ali referenčnega koordi-
natnega sistema v trenutni koordinatni sistem in mu zato včasih rečemo tudi dvotočkovni
tenzor [8].
Deformacija
Zamislimo si posplošeno mero za deformacijo telesa kot skalarni produkt elementarnih vek-
torjev dR1 in dR2 (slika 2.3). Deformacija bo torej vključevala tako raztegovanje in skrčevanje
teh dveh vektorjev kot tudi spremembo kota, ki ga oklepata. Sklicujoč se na enačbi (2.12)
lahko skalarni produkt med elementarnima vektorjema zapišemo kot






= dR1C dR2, (2.13)
kjer C predstavlja desni Cauchy-Greenov tenzor, ki je definiran kot
C = FT F. (2.14)
9
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Slika 2.3: Splošno gibanje v okolici materialne točke [8]
Spremembo v velikosti skalarnega produkta lahko sedaj najdemo kot
dr1 · dr2 − dR1 · dR2 = dR1C dR2 − dR1I dR2
= dR1 (C − I) dR2
= dR1 (2E) dR2. (2.15)




(C − I) , (2.16)
pri čemer je I je enotski tenzor.
2.5 Diskretizacija
Kinematiko materialnega delca smo izpeljali za poljubno domeno lupine. Lahko bi nadalje-
vali s konstitutivnimi enačbami in tudi te izpeljali v splošnem, vendar smo izbrali drugačen
pristop, kjer najprej domeno razdelimo na poddomene oz. na končne elemente.
Da lahko domeno razdelimo, moramo v vsakem elementu upoštevati vse enake zakonitosti,
kot veljajo za celotno domeno. Prednost te razdelitve pa je v tem, da so poddomene geome-
trično pravilne in s tem enostavnejše za integracijo. V vsakem elementu se vsa relevantna
polja interpolira preko vozliščnih vrednosti z interpolacijskimi funkcijami. To pomeni, da se
s tem odpovemo ekzaktni rešitvi vkolikor ekzaktna rešitev ni ravno polinom, pridobimo pa
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na enostavnosti odvajanja izrazov. S tem, ko neznanke iz celotnega območja reduciramo v
vozliščne vrednosti, si spremenimo tudi sistem enačb iz diferencialnega v algebraičnega.
V tej nalogi je opisana izpeljava za štirikoten element drugega reda (8 vozliščni končni ele-
ment). Elementi drugega reda se lahko upogibajo, kar pomeni, da bomo bolje zajeli feno-
men zvijanja lupine. Za štirikotne elemente smo se odločili, ker omogočajo strukturirano
mreženje.
2.5.1 Lokalni koordinatni sistem
Naj ima vsak končni element svoj lokalni koordinatni sistem Ξ = {ξ, η, ζ}T , ki ustreza pa-





, α ∈ {ξ, η}. (2.17a)
Normalni vektor v začetnem sistemu n izračunamo preko vektorskega produkta, ki ga nor-
miramo
n(ξ) =
Gξ ×Gη⏐⏐⏐Gξ ×Gη⏐⏐⏐ . (2.18)
Sedaj lahko določimo bazo lokalnega koordinatnega sistema, kjer prva in tretja os sovpadata
z Gξ in n, druga os pa tvori z njima desnosučno ortogonirano bazo
Elok.1 =
Gξ⏐⏐⏐Gξ⏐⏐⏐ , (2.19a)






Transformacijska matrika za transformacijo iz globalnega v lokalni koordinatni sistem je
































C̃ = F̃T F̃, (2.22b)
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Slika 2.4: Lokalni koordinatni sistem
2.5.2 Prostostne stopnje
Vsako vozlišče (slika 2.4) ima šest prostostnih stopenj, tri translacijske in tri rotacijske. Tran-
slacijske prostostne stopnje opisujejo deformacijo srednje površine, torej kakšen je premik
točk iz začetnega v deformirano stanje. Rotacijske prostostne stopnje pa opisujejo, kako se
je lupina tam zasukala glede na izhodiščno lego. S tem imamo popisan celoten volumen
lupine.
Vrednosti med posameznimi vozlišči interpoliramo z oblikovnimi funkcijami. Vektor vo-
zliščnih koordinat označimo z Ra = {Xa, Ya, Za}T , vozliščne pomike z ua = {ua, va, wa}T in
vozliščne rotacije s φa = {φa, θa, ωa}T , kjer a indicira posamezno vozlišče, vse vrednosti pa
so definirane v globalnem koordinatnem sistemu. Vektor vseh neznank v globalnem koor-
dinatnem sistemu označimo z x = {ua, va,wa, φa, θa, ωa, pri a = 1 . . . 8}T . Skupno ima vsak
končni element 48 neznank.
2.5.3 Interpolacija
Aproksimacijo znotraj vsakega elementa izvedemo z interpolacijo med vozliščnimi vre-
dnostmi. Za interpolacijske funkcije se najpogosteje izbere polinomske oblikovne funkcije,
ki so definirane v lokalnem koordinatnem sistemu. Posamezna funkcija je določena tako, da
ima vrednost v enem izmed vozlišč 0, v vseh ostalih pa 1. Skupna aproksimacijska funk-
cija za polje je vsota posameznih interpolacijskih funkcij. Ker ima vsaka oblikovna funkcija
v točno enem vozlišču vrednost 1, v vseh ostalih pa 0, bo imela skupna aproksimacijska
funkcija v vseh vozliščih enake vrednosti dejanskim (zato je to interpolacija). Za konkreten
12
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4 (ξ − 1) (η − 1) (−ξ − η − 1)
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4 (ξ + 1) (η − 1) (−ξ + η + 1)
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pri čemer je vektor funkcij ψ urejen tako, da ustreza indeksiranju vozlišč, kot je prikazano
na sliki 2.4.
Zvezne funkcije položaja, pomika in zasuka so po elementu interpolirane kot skalarni pro-












ψa(ξ, η) φa, (2.26)
kjer Ra, ua in φa predstavljajo ustrezne vozliščne vrednosti.
2.6 Napetosti in ravnotežna enačba
2.6.1 Konstitutivna enačba
Konstitutivno enačbo bomo zapisali v obliki deformacijske energije W, kar lahko storimo za
hiperelastične materialne modele. Za potrebe te naloge smo izbrali Saint Venant-Kirchoffov
materialni model. Zadostiti je potrebno pogoju lupin S̃ 33 = 0 [5], zato moramo napetosti in
deformacije obravnavati v lokalnem koordinatnem sistemu.


















kjer sta λ in µ modelna parametra.
Komplementarne napetosti za Greenov deformacijski tenzor so druge Piola-Kirchoffove na-





Pogoju ˜̃S 33 = 0 zadostimo tako, da rešimo to enačbo in dobimo ustrezno vrednost Ẽ33.
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2.6.2 Ravnotežna enačba
Skupna potencialna energija sistema je sestavljena iz notranje in zunanje
Π(r) = Πnot.(r) − Πzun.(r) = Πnot.(x) − Πzun.(x), (2.29a)








f0 · r dV +
∫
A
t0 · r dA. (2.29c)
Vektor f0 predstavlja porazdeljeno volumsko silo (npr. silo teže), t0 pa porazdeljeno površinsko
silo.











































V (2.30c) smo upoštevali, da se obremenitev f0 in t0 z deformacijo ne spreminja.
2.6.3 Virtualno delo



















· δv dA = 0. (2.31)
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2.7 Linearizacija ravnotežne enačbe
Če privzamemo inicialno rešitev xK , lahko ravnotežno enačbo (2.31) lineariziramo z inkre-
mentom δu
δW(xK , δv) +
∂δW(xK , δv)
∂x
δu = 0. (2.32)
Enačba govori o tem, kako se s spreminjanjem položaja materialne točke v naslednjem in-
krementu xK+δu glede na položaj v sedanjem inkrementu xK spreminja količina potencialne
energije v sistemu. Ker je vektor δv konstanten znotraj inkrementa in se zunanje obremenitve
ne spreminjajo, se premik materialnih točk zaradi δu kaže v spremembi notranjih sil.
Linearizacijo virtualnega dela iz enačbe (2.32) lahko predstavimo v obliki togostne matrike
in vektorja ostankov sil, pri čemer krajšamo množenje z vektorjem δv
K(xK) · δu = −R(xK), (2.33a)
xK+1 = xK + δu. (2.33b)
2.7.1 Vektor ostankov sil
Vektor ostankov sil je razlika, ki ostane zaradi linearizacije enačbe (2.31). Če je položaj
materialne točke pravilno določen, se bodo notranje in zunanje sile med sabo ravno odštele
in bo vektor ostankov sil vektor samih ničel.













































Rotacija okoli normale mora biti v formulaciji preprečena, saj lupine te prostostne stopnje
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pri čemer so komponente Q̃ izračunane iz enačbe
Q̃ = ̃T F̃, ̃ =  T. (2.36b)
k je cenilni parameter, ki ga lahko izberemo. Tu smo izbrali vrednost, ki je svetovana v [5]
k = Em h3, (2.36c)
pri čemer je Em modul elastičnosti, h pa debelina membrane.
Končna formulacija elementa
















Robne pogoje se predpisuje v vozliščih. Lahko se nanašajo na primarne spremenljivke, tj.
pomike in zasuke, ali na sekundarne, ki so sile in porazdeljene obremenitve.
2.9.1 Pomiki
Robni pogoj pomika ali zasuka je predpisan za določeno vozlišče in prostostno stopnjo. V
tem primeru se končni sistem enačb zmanjša, saj se zmanjša število primarnih spremenljivk,
sekundarne spremenljivke pa računamo naknadno posebej. Sistem enačb zmanjšamo tako,
da črtamo ustrezne vrstice in stolpce, ki se nanašajo na predpisane vrednosti neznank.
2.9.2 Obremenitve
Robne pogoje obremenitev prav tako definiramo v vozliščih. Ponavadi pri lupinskih elemen-
tih obravnavamo samo sile in ne momentov. V primeru porazdeljene obremenitve, enačba
(2.34a), določimo ekvivalentne vozliščne obremenitve za vsak element posebej. Za primer
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Namesto analitične integracije se pri metodi končnih elementov ponavadi uporabi Gaussovo
integracijo. V opisani formulaciji končnega elementa se rešuje trojni integral v standardnih
mejah [−1, 1]. Enojni integral se z Gaussovim integracijskim postopkom rešuje kot vsoto







wi f (xi). (2.41)
wi so uteži, xi pa točke ovrednotenja, oboje pa so odvisne od integracijske stopnje oz. števila
vrednotenjskih točk.











wi f (xi, y)dy ≃
n∑
i=1, j=1
wiw j f (xi, y j). (2.42)




wiw jwk f (xi, y j, zk). (2.43)
Gaussova integracijska metoda ima prednost pred ostalimi vrstami numeričnega integriranja
(npr. trapezna metoda, Simpsonova metoda itd.) v tem, da ni numerično potratna, rešitev
pa zelo hitro konvergira. Če uporabimo integracijo stopnje n, bo rešitev ekzaktna za vse
integrirane funkcije, ki so polinomi z nižjo stopnjo od 2n − 1 [9].
2.11 Newton-Raphsonova metoda
Nastavljeni sistem enačb je potrebno sedaj izračunati. Numerično to lahko storimo z Newton-
Raphsonovo metodo [10]. Metodo opisujeta linearizirani enačbi (2.33a) in (2.33b). V tre-
nutni točki reševanja poiščemo odvod in preko linearizirane enačbe iščemo ničlo. Ta potem
predstavlja naslednjo iteracijsko vrednost. Postopek v eni dimenziji opisuje tudi slika 2.5
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Slika 2.5: Newton-Raphsonova iteracijska metoda
2.11.1 Inkrementacija obremenitve
Če obremenitev razdelimo na več manjših korakov, je ob vsakem koraku sprememba defor-
macij manjša, kot bi bila, če bi vso obremenitev dodali naenkrat. Zaradi tega so manjše tudi
spremembe notranjih sil in hitrejša konvergenca [8]. Za hiperelastični material lahko razde-
limo obremenitev na poljubne korake in jim spreminjamo vrstni red, saj bo odziv vedno v
elastičnem področju.




∆F zun.i , (2.44)
kjer l predstavlja skupno število inkrementov.
2.11.2 Iteracijska zanka
V spodnjem okvirju je Newton-Raphsonova metoda shematično prikazana. Ločimo začetni
korak, v katerem inicializiramo vse potrebne vektorje, nato pa se začne del, ki predstavlja
logično zanko. V zanki moramo iti čez vse obremenitvene korake, tako da v sistem vnesemo
celotno obremenitev. V vsakem takem koraku pa moramo določiti spremembo zunanjih
obremenitev ∆Fzun., ki se sešteje v dva vektorja, vektor ostankov sil in vektor skupne zunanje
obremenitve. Nato nastopi iteracijska zanka, v kateri želimo notranje sile takih velikosti,
da se izničijo z zunanjimi. Ker smo spremembo od prejšnjega koraka vključili v vektor
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ostankov sil, moramo z drugimi besedami ta vektor zmanjšati na 0. Takrat so vse sile spet
v ravnovesju in lahko začnemo z naslednjim obremenitvenim korakom. Zaradi numeričnih
napak vektor ostankov sil nikoli ne bo točno 0, zaradi česar je v iteracijski zanki zapisan
pogoj o normalizirani velikosti tega vektorja, ki je manjša od tolerance.
• INPUT geometrija, materialne lastnosti
• INCIALIZACIJA Fzun. = 0, x = 0, R = 0
• ZANKA čez vse inkremente i = 1 . . . l
• POIŠČI ∆Fzun. enačba (2.40)
• NASTAVI Fzun. = Fzun. + ∆Fzun., R = R − ∆Fzun.
• ZANKA |R|/|Fzun.| < toleranca
• POIŠČI K (2.37)
• REŠI K u = −R
• NASTAVI x = x + u
• POIŠČI Fnot. enačba (2.34b)
• NASTAVI R = Fnot. − Fzun.
2.11.3 Arc-Length metoda
Osnovna linearzija in reševanje z Newton-Raphsonovim algoritmom (2.11 Newton-Raphsonova
metoda) dobro deluje za dovolj lepe sisteme. Ko preidemo v območje nestabilnosti in bifur-
kacij, lahko ta metoda zaide v divergenčno območje (slika 2.6).
To rešujemo z vpeljavo novega parametra λ [11]
R(x, λ) = Fnot.(x) − λFzun.. (2.45)
Parameter λ je nova neznanka znotraj Newton-Raphosnovega sistema enačb, pri čemer ga
predpisujemo z dodatnimi enačbami.
Slika 2.6: Divergenčno območje Slika 2.7: Arc-Length metoda
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Ker sistem rešujemo iteracijsko, moramo inkrementirati vrednost parametra λ
∆Fzun. = ∆λ Fzun., (2.46a)
∆λ = λ − λi−1, (2.46b)
kjer je i trenutni korak inkrementacije obremenitve, sistem pa rešujemo za naslednji korak
i + 1. Položaj, ki se je spremenil med prejšnjo in zdajšnjo iteracijo je
∆x = x − xi−1. (2.47)
Dodatna enačba, ki povezuje in omejuje vrednosti parameter λ ter pomike in sile, je lahko
izbrana na več različnih načinov. Najbolj se je uveljavila robustna sferična arc-length metoda
[12]. Po tej metodi, je dodatna enačba
∆xT∆x + ∆λ2κ2 (Fzun.)T Fzun. = sTs, (2.48)







Od tu naprej je proces podoben, kot je bil v osnovni izvedbi iteracijskega reševanja. Enačbo
(2.45) lineariziramo, kjer upoštevamo, da se poleg vozliščnih prostostnih stopenj lahko spre-
meni tudi λ. Naj k označuje trenutno iteracijo algoritma. Tedaj dobimo enačbo, ki je podobna
enačbi (2.33a)
K (xk)u + R (xk, λk) − γFzun. = 0, (2.50)
kjer γ predstavlja iteracijsko spremembo parametra λ:
xk+1 = xk + u, (2.51a)
λk+1 = λk + γ. (2.51b)
Sistem enačb (2.50) rešujemo kot dva podsistema in tako dobimo pomožna pomika uR in uF
K (xk)uR = R (xk, λk) , (2.52a)
K (xk)uF = Fzun. (xk) , (2.52b)
u = uR + γuF , (2.52c)
kjer je γ še vedno neznanka. Določimo jo s pomočjo enačbe (2.48), ki jo sedaj zapišimo v
iteracijski obliki
(xk − xi + u)T (xk − xi + u) + (λk − λi + γ)2 κ2 (Fzun.)T Fzun. = sTs (2.53a)
(∆xk + u)T (∆xk + u) + (∆λk + γ)2 κ2 (Fzun.)T Fzun. = sTs
∆λ2k + 2∆λkγ + γ
2 =
sTs − (∆xk + u)T (∆xk + u)
κ2 (Fzun.)T Fzun.
= c
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Dobimo dve rešitvi γ1 in γ2. Da določimo pravo rešitev, poiščemo manjšega izmed kotov
med vektorjem sk (iz prejšnje iteracije) in (sk+1)1 ter (sk+1)2 (iz pravkar izračunane iteracije).
cos θ j =
sTk (sk+1) j
sTk sk









∆xk + u j
(∆λk + γ j)ψFzun.
}
. (2.54c)
Za lažjo vizualizacijo reševanja je na sliki 2.8 prikazan tipičen sistem z dvema prostostnima
stopnjama. Vidi se, kako se multiplikator λ nelinearno spreminja skozi iskanje ravnotežja
[11].
Slika 2.8: Tipičen primer reševanja z Arc-Length metodo za sistem z dvema prostostnima
stopnjama [11]
2.12 Deformacijsko odvisna obremenitev
Obremenitve se lahko v nekaterih primerih spreminjajo z deformacijo sistema, pa naj bo to
smer ali pa velikost obremenitve. V tem delu bomo obravnavali vpliv hidrostatičnega tlaka.
Zaradi narave sistema bomo predpostavili, da se z deformacijo tlak v notranjosti sistema
ne spreminja. Vemo pa, da hidrostatičen tlak vedno deluje pravokotno na površino, ki ga
omejuje.




p n · r dΓ, (2.55)
21
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kjer je p velikost tlaka, n(r) pa je normalni vektor na površino, na katero deluje tlak.





, α ∈ {ξ, η}, (2.56a)
n =
gξ × gη⏐⏐⏐gξ × gη⏐⏐⏐ . (2.56b)
Površinski integral potencialne obremenitve (2.55) lahko diskretiziramo s končnimi ele-







gξ × gη⏐⏐⏐gξ × gη⏐⏐⏐ · r






gξ × gη · r dξdη. (2.57)
Znotraj istega inkrementa se gα dovolj malo spremeni, da ga lahko upoštevamo kot invarianto
x, z novim inkrementom pa se vrednosti ponovno izračunajo.











2.13 Elementi za razmak
Pri lupinah, ki so v več slojih in imajo podobno mrežo, lahko razmak med posameznimi sloji
določamo z elementi za razmak. Podobni mreži sta taki, ki imata enake elemente, različni,
vendar dovolj blizu skupaj, pa so položaji vozlišč. Elementi za razmak so linijske povezave
med posameznimi vozlišči obeh mrež, ki preprečujejo, da bi se relativni razmak med vozlišči
zmanjšal pod določeno vrednost.
Izpeljali bomo elemente, ki preprečujejo razmak manjši od 0, kar pomeni, da morata vozlišči
ostati v istem relativnem položaju. Z drugimi besedami to pomeni, da se vektor, ki povezuje
ta dva vozlišča ne sme obrniti.
Označimo začetni položaj vozlišča z vektorjem R, pomik pa z u. Položaj točke v deformira-
nem stanju je torej r = R + u. Naj bo torej vektor S = R2 − R1, s čimer označuje relativni
položaj vozlišča 2 glede na vozlišče 1. Naj bo vektor s = r2−r1, ki označuje relativni položaj
točke 2′ glede na točko 1′.
Zamislimo si element 12 kot vzmet. Naj funkcija g označuje deformiranost vzmeti. Želimo,
da je funkcija odvisna od medsebojne razdalje točk 1′ in 2′, hkrati pa je odvisna tudi od kota
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deformiranega sistema napram nedeformiranemu. Na ta način namreč lahko povemo, ali se
točka 2′ v deformiranem stanju nahaja pred ali za točko 1′. Funkcijo ∆ lahko definiramo kot
∆ = S · s + s · s, (2.60)
pri čemer prvi člen določa usmerjenost, drugi člen pa dolžino deformiranega elemetna.
Da dobimo omejitveno funkcijo g v primerni obliki za Lagrangevo funkcijo L, moramo sili
v vzmeti prišteti Lagrangev množitelj λ
g = λ + k∆, (2.61)
pri čemer je k koeficient vzmeti.
Dokler je zaporedje vozlišč pravilno in s tem vrednost ∆ > 0, ta element ne sme imeti vpliva











Neznanke elementa so pomiki obeh vozlišč u1 in u2 ter Lagrangev množitelj λ. Naj bodo vse









Slika 2.9: Geometrija in kinematika elementa za razmak
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2.14 Elementi za tangencialni robni pogoj
V poglavju 3.2 Validacija numerične metode se bomo srečali s problemom definiranja rob-
nega pogoja, ki je definiran na deformiranem sistemu. Lupini želimo na robu namreč vsiliti
gibanje, ki je le v tangencialni smeri (tangenta v ravnini r−z na sliki 3.1). To najlažje storimo
tako, da naredimo na robu dodatni linijski element, ki vsiljuje gibanje le v smeri, ki je pod
predpisanim kotom. Ideja, kako to narediti, je podobna kot pri 2.13 Elementi za razmak.
Označimo položaje vozlišč z Ri in pomike z ui, kjer je i = 1, 2, 3. Naj ima vsako vozlišče
tudi dodatno neznako λi, ki je Lagrangev množitelj. Vsa tri polja interpoliramo z oblikovnimi



















Pomik vozlišč v polarnem koordinatnem sistemu lahko izračunamo kot
dr =
√
(Rx + ux)2 + (Ry + uy)2 − r0, (2.66a)
dz = Rz + uz. (2.66b)
Oddaljenost deformirane točke od tangente lahko sedaj izračunamo kot [13]
∆ =
dz cscα − dr cotα cscα
1 + cot2 α
. (2.67)
Augmentiran Langrangev izraz je sedaj
g = λ + k∆. (2.68)
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Togostno matriko in vektor ostankov sil določimo po enačbah (2.63a) in (2.63b).
Slika 2.10: Geometrija in kinematika elementa tangentni robni pogoj
2.15 Digitalna korelacija slik
Merjenje pomikov in deformacij je v inženirstvu zelo uporabno, a s konvencionalnimi me-
todami težko izvedljivo. Ob vse večji uporabi informacijske tehnologije se uveljavlja tudi
metoda digitalne korelacije slik. Metoda je priljubljena, ker potrebujemo za spremljanje ce-
lotnega deformacijskega polja na površini le par kamer in računalniški program, ki posnetke
analizira. Dodatna prednost te metode je tudi to, da je nekontaknta [14].
Metoda deluje na principu primerjanja zaporednih fotografij posnetih med obremenjevanjem
preizkušanca. Za spremljanje točk na sliki mora biti površina preizkušanca prekrita z na-
ključnim in kontrastnim vzorcem. Program te točke prepozna po obliki točke in po njeni
okolici. Skozi deformiranje se točke deformirajo skupaj s preizkušancem. Metode, ki se
uporabljajo pri digitalni korelaciji slik, omogočajo spremljanje tudi zelo majhnih pomikov,
manjših od enega piksla [15].
Proces digitalne korelacije zahteva dve sliki, referenčno in testno. Korelacijsko sliko nato do-
bimo s koreliranjem teh slik. Pridobljena slika nato vsebuje avtokorelacijski in križnokorelacijski
vrh. Iz višine vrha lahko sklepamo o podobnosti med slikama, položaj križnokorelacijskega
vrha pa nam govori o premiku objekta glede na središče testne slike. Ker imamo na sliki ve-
liko število objektov (barvnih vzorcev na površini telesa), moramo sliko razdeliti na manjše
dele, kjer opazujemo vsak objekt posebej [16].
Najprej moramo ustvariti diferenčno sliko, ki jo dobimo tako, da odštejemo referenčno sliko
od testne (slika 2.11)
S dif = S test − S ref. (2.70)
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Korelacijo nato opravimo na diferenčni in testni sliki za vsak objekt posebej (sliki 2.12 in
2.13)
(S dif ∗ S ref)i = (S test − S ref) ∗ (S ref)i
= S test ∗ (S ref)i − S ref ∗ (S ref)i , (2.71)
pri čemer je i posamezni objekt. Prvi člen v enačbi 2.71 predstavlja križno korelacijo in na
korelacijski sliki ustvari svetlo točko (pozitiven predznak), drugi člen pa predstavlja avtoko-
relacijo, ki ustvari temno točko. Temne točke nam bodo povedale o referenčnem položaju
posameznih objektov na sliki, svetle točke pa njihovih pomikih [16].
Slika 2.11: Originalna slika (a), premaknjena slika (b) in diferenčna slika (c) [16]
Slika 2.12: (a) avtokorelacija slike 2.11 (a), (b) križna korelacija slike 2.11 (a) s sliko 2.11
(b) in (c) križna korelacija slike 2.11 (a) s sliko 2.11 (c) [16]
Slika 2.13: Slike 2.12 (a), (b) in (c) na liho potenco [16]
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3 Metodologija
V teoriji izpeljane končne elemente smo implementirali s paketom AceGEN v poglavju
3.1 Implementacija končnih elementov. Za potrebe mehanske analize je potrebno končne
elemente najprej validirati. Validacijo smo izvedli s primerjavo numeričnih rezultatov z ana-
litično izračunljivim problemom (3.2 Validacija numerične metode). Validaciji sledi primer,
ki zajema podoben fenomen uklona na sferi, kot je prisoten pri zemeljski postaji. Izbran pri-
mer je stiskanje žogice za namizni tenis. Najprej je v poglavju 3.3 Eksperimentalna analiza
uklona na sferi opisan eksperiment, nato pa sledi še numerična obravnava v poglavju 3.4
Numerična analiza uklona na sferi. Cilj je primerjati empirične vrednosti z numeričnimi, da
lahko ugotovimo skladnost rezultatov. Nazadnje je v poglavju 3.5 Analiza zemeljske postaje
opisana mehanska analiza zemeljske postaje.
3.1 Implementacija končnih elementov
Koda do končnih elementov je objavljena na spletni strani GitHub [3] in vključuje:
– lupinski končni element,
– element za obremenitev,
– element za razmak,
– element za tangencialni robni pogoj.
Končni elementi so sprogramirani v programskem okolju Mathematica, uporabljen pa je bil
paket AceGEN verzija 6.923. Ta paket omogoča avtomatizacijo izpeljevanja enačb, ki defini-
rajo element. Enačbe definiramo v simbolični obliki, uporabimo pa lahko tudi Mathematico
za poenostavitev enačb in izpis v pregledni obliki. Tipičen zapis kode končnega elementa
vsebuje začetno definicijo geometrije in ostalih lastnosti elementa, nato se shrani vozliščne
vrednosti v spremenljivke, s katerimi lahko zapišemo enačbe. Na koncu ravnotežno enačbo
odvajamo po spremenljivkah in zapišemo vektor ostankov sil in togostno matriko. V ozadju
se izvedejo operacije, ki poenostavijo zapisane enačbe, numerično integrirarjo in zapišejo
kodo za element, ki jo nato lahko uporabljamo.
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3.2 Validacija numerične metode
V teoriji izpeljano metodo končnih elementov je potrebno pred uporabo validirati. Za vali-
dacijski primer smo izbrali analitično izračunljiv primer sferične kape obremenjene z lastno
težo in pomičnim vpetjem (slika 3.1). Podatki, uporabljeni v nalogi so zbrani v preglednici
3.1.
Slika 3.1: Validacijski primer sferične kape obremenjen z lastno težo
3.2.1 Analitični izračun sil in deformacij




















dz . . . (3.1)














je posledica trapezoidne oblike diferencialnega prereza, pri čemer sta {rx, ry}
radija ukrivljenosti okoli x in y osi. Ker je za lupine značilno, da je razmerje hr zelo majhno,
ga lahko zanemarimo. Podobno so definirani tudi momenti, a jih pri reševanju tega problema
ne bomo potrebovali. Zaradi specifične obremenitve in robnih pogojev namreč ne pride
do upogibnih napetosti, ampak so prisotne le napetosti, ki so posledica deformacij srednje
ravnine. Tak lupinski problem je zelo poenostavljen, saj so neznanke le tri količine Nxx, Nyy
in Nxy = Nyx, ki jih imenujemo tudi membranske sile, teorija lupin pa se poenostavi v teorijo
membran.
Opisani primer je rešen v [17], kjer avtor kot rešitev sil poda enačbi
Nθ = −
Rq
























Rešitev problema je prikazana na sliki 4.1.
3.2.2 Numerični izračun sil in deformacij
Numerična obravnava problema sloni na izpeljani metodi končnih elementov. V prvem ko-
raku smo naredili mrežo, ki bazira na strukturirani mreži kroga. Točke imajo enake X in
Y koordinate, Z koordinata pa je dodana po sinusni funkciji, tako da so koordinate raz-
potegnjene v prostor (slika 3.2). Mrežo sestavljajo izpeljani tankostenski lupinski končni
elementi 2. reda.
Slika 3.2: Uporabljena mreža za numerično analizo za validacijski primer
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V naslednjem koraku je bilo potrebno določiti primarne robne pogoje. Točke na robu lu-
pine imajo prost pomik v tangencialni smeri, onemogočen pa pomik v normalni smeri. Za
določenost sistema je potrebno vpeti še eno točko. Vpeli smo točko na sredini lupine in ji
onemogočili radialne pomike, medtem ko so bili pomiki v vertikalni smeri prosti. Lupina
je s temi primarnimi robnimi pogoji popolnoma definirana. Za sekundarne robne pogoje je
potrebno dodati lastno težo oz. površinsko porazdeljeno obremenitev. To smo pretvorili v
ekvivalentne vozliščne sile. Vozliščna sila Fi je sestavljena iz vsote vplivov vseh elementov,








1, če element e vsebuje vozlišče i,
0, sicer,
(3.4)
kjer Fi predstavlja ekvivalentno vozliščno silo, Ae površino elementa, Ne = 8 število vozlišč
enega elementa in el(e,i) je funkcija, ki pove, ali je neko vozlišče v mreži del določenega
elementa.
Rezultate smo nato izračunali po Newtonovi iteracijski metodi, saj so vsi pomiki znotraj
linearnega elastičnega območja.
3.3 Eksperimentalna analiza uklona na sferi
Verifikacijo numeričnih izračunov smo želeli dodatno preveriti tudi eksperimentalno. Cilj
eksperimenta je, da z njim pokažemo pravilnost delovanja numerične metode pri napovedo-
vanju deformacij in deformacijskih oblik. Želeli smo, da eksperiment zajame poleg same
deformacije še podoben fenomen uklona, kot se pojavi pri zemeljski postaji. Za poskus smo
zato izbrali žogico za namizni tenis, ki se pod tlakom ukloni. V poglavju 3.4Numerična
analiza uklona na sferi enako žogico testiramo še numerično.
3.3.1 Opis eksperimenta
Na kratko je eksperiment potekal tako, da smo žogico vpeli v trgalni stroj in jo tlačno obre-
menili. Pri tem smo opazovali tudi deformacijsko polje.
V žogico smo najprej naredili luknjico in tako izničili nadtlak v notranjosti. Žogica je šla nato
na barvanje. Prebarvali smo jo s kapljicami črne barve, da bo lahko sistem za spremljanje
deformacij zaznal posamezne točke na žogici. Na spodnji nepomični cilinder (slika 3.3)
smo postavili košček šibkega lepilnega traku, da smo lahko fiksirali žogico. Zgornji cilinder
smo približali žogici, potem pa nastavili sistem dveh kamer, ki snemata žogico. Programsko
opremo je potrebno najprej kalibrirati s pomočjo kalibracijskih ploščic. Kameri smo izostrili
na žogico in kalibrirali sistem, nato pa smo zagnali meritev. S hitrostjo 0,04 mm/s se je
zgornji bat bližal spodnjemu. Končni pomik je bil nastavljen na 15 mm. Ko je bil pomik
dosežen, smo čeljusti razmaknili.
Celotno kompozicijo eksperimenta se vidi na sliki 3.4.
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Slika 3.3: Skica eksperimenta
Slika 3.4: Slika eksperimenta pred začetkom obremenjevanja
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3.3.2 Opis merilne verige
Merilno verigo prikazuje slika 3.5. Žogica je vpeta v čeljusti, ki pri tlačnem preizkusu sti-
skajo preizkušanec skupaj. Zgornji čeljusti kontroliramo velikost in hitrost pomika w, spo-
dnja čeljust pa je stacionarna. V čeljusti je tudi silomer, ki zazna silo, s katero žogica pritiska
na čeljusti. Silomer pretvori silo v napetostni signal, ki ga pošlje na modifikacijski modul,
ki ojača in sfiltrira signal, nato pa ga pretvori v digitalni zapis. Tega lahko nato pošljemo
na računalnik in ga prikažemo. Vzporedno temu pa imamo postavljeno sekundarno merilno
verigo za merjenje deformacijskega polja žogice. Dve kameri pod različnima kotoma spre-
mljata na žogico nanešeno barvo. Digitalni signal iz kamer potuje na računalnik, kjer pro-
gram za digitalno korelacijo slik (2.15 Digitalna korelacija slik) analizira pomike in določi

















Slika 3.5: Merilna veriga eksperimenta
3.3.3 Izdelava fizičnega modela
Za testiranje smo se odločili uporabiti celo žogico. Izbrali smo model Polyball *** 40+3
proizvajalca Hanno. Žogica je narejena iz ABS plastike in je brez šiva. To pomeni, da je
izdelana iz enega kosa in ne zlepljena iz dveh polovic. Ker je žogica napolnjena z nadtla-
kom, smo se odločili, da naredimo pri strani luknjo z vročo žico. S tem smo izenačili tlak z
zunanjim, hkrati pa je luknjica dovolj majhna, da ne bo vplivala na dogajanje pri vrhu, kjer
bo prišlo do gubanja. Za potrebe sledenja deformacijskemu polju smo na eno stran žogice
naškropili črno barvo. Programska oprema nato pikice črne barve prepozna kot točke in jim
lahko sledi pri deformiranju. Luknjica je bila pri končni postavitvi eksperimenta pozicioni-
rana tako, da je bila na sredini obeh cilindrov in obrnjena stran od kamer (slika 3.3).
3.3.4 Pridobitev materialnih podatkov
Žogica je narejena iz ABS plastike. Geometrijo smo pomerili s kljunastim merilom in izme-
rili njen premer in debelino stene. Elastični modul smo določili iz začetnega dela poskusa,
kjer je žogica v celoti v elastičnem območju.
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3.4 Numerična analiza uklona na sferi
3.4.1 Numerični model
Z numeričnim modelom v tem poglavju smo poskušali opisati žogico za namizni tenis v
poglavju 3.3 Eksperimentalna analiza uklona na sferi.
Za fizikalni model smo si torej izbrali na namizno teniško žogico, ki jo stiskamo s cilindrom.
V matematičnem modelu smo to poenostavili kot sfero, ki jo pomikamo proti togi površini.
Žogica za namizni tenis ima majhno debelino napram premeru (Tabela 4.1), zato jo lahko
ustrezno popišemo z lupinskim modelom. Ker ima jeklen cilinder, s katerim stiskamo pla-
stično žogico, približno tisočkrat večji modul elastičnosti, lahko deformacije cilindra za-
nemarimo. Naležno površino cilindra smo zato v modelu zamenjali s togo ploskvijo. V
fizikalnem modelu se cilinder premika proti mirujoči žogici, kar smo v matematičnem mo-
delu zamenjali s pomikom žogice napram mirujoči togi ploskvi. To ne vpliva na rezultate,
saj je relativno gibanje enako. Na sredini žogice smo upoštevali simetrične robne pogoje, saj
se spodnja in zgornja hemisfera deformirata enako. To lahko vidimo tudi na eksperimentu
na sliki 4.4a in 4.4b.
V numeričnem modelu smo geometrijo ene hemisfere aproksimirali s štirikotnimi končnimi
elementi, ki sestavljajo strukturirano mrežo. Robne pogoje na robu lupine smo zagotovili
tako, da smo predpisali translacijsko prostostno stopnjo v vertikalni smeri z in preprečili
zasuk okoli r in φ osi. Prostostni stopnji v smeri r in φ ter zasuk okoli z osi so prosti.
Pomiku v smeri z smo definirali neko vrednost (Tabela 3.2) in tako zagotovili pomik celotne
lupine proti togi ploskvi. Ker se lahko pod temi pogoji lupina prosto premika po ravnini
x − y, je bilo potrebno vpeti dodatno točko. Izbrali smo točko na polu, za katero vemo, da
se premika le v vertikalni smeri, tako da smo ji lahko preprečili pomik v smer r. Končni
elementi v mreži so izpeljani osemvozliščni tankostenski lupinski končni elementi 2. reda.
Ker smo predpostavili elastične deformacije, smo se odločili za uporabo hiperelastičnega
materialnega modela (Saint Venant). Tu sicer prihaja do neskladja, saj se žogica za namizni
tenis začne dokaj hitro plastično deformirati. Algoritem za računanje, ki smo ga uporabili,
je bila Arc-Length metoda. S to metodo smo lahko izrisali tudi graf parametra λ (poglavje
2.11.3 Arc-Length metoda), ki predstavlja multiplikator robnih pogojev (slika 4.5). Na tem
grafu smo lahko nato odčitali točko, v kateri se začne lupina uklanjati.
Slika 3.6: Matematični model stiskanja žogice
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Preglednica 3.2: Podatki za numerično analizo
veličina vrednost enota





3.5 Analiza zemeljske postaje
Inovativna zemeljska postaja Stream (slika 3.7) je antenski sprejemnik za mikrosatelite. An-
tena v sredini je obdana z lupino v obliki prirezane sfere. Posebnost te postaje je, da je
lupina, ki obdaja postajo iz nekovinskih materialov, točneje iz impregnirane tkanine. To
postaji omogoča, da s kovinskimi deli ne ustvarja na anteni šuma in ne moti signala.
Slika 3.7: Inovativna zemeljska postaja Stream
Lupini daje togost hidrostatična obremenitev z notranje strani (nadtlak). Ker je postaja iz-
postavljena vremenskim vplivom, mora biti sposobna zdržati različne vrste obremenitev.
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Najbolj kritična je veterna obremenitev, saj mora biti postaja sposobna zdržati veter v zelo
močnih sunkih. S svojo specifiko pa se je za izziv izkazala tudi snežna obremenitev. Sneg
namreč na lupino primrzne in se začne nabirati na vrhu. Pri določeni sili se začne vrh postaje
uklanjati. Ker se v dnevno-nočnem ciklu sneg taja in spet zmrzuje, se lahko začne v ubočitvi
nabirati voda, kar povzroči še večji uklon. Pojavi se pozitivna povratna zanka, ki vodi v
dovolj velike deformacije, da preprečijo normalno delovanje antene. S študijo mehanskega
odziva konstrukcije bi radi opisali fenomen in pojav bolje razumeli.
3.5.1 Opis postaje
Postaja Stream je sestavljena iz spodnjega, nadzornega dela, ki je jeklene konstrukcije, in
zgornjega dela, kjer se nahaja antena (slika 3.7). Oblika zgornjega dela je približno v obliki
prirezane sfere. Lupina je sestavljena tako, da je skupaj zlepljena iz več trakov (slika 3.9).
Trakovi so združeni v pare, tako da skupaj tvorijo rebra. Zanimala nas je tudi togost spo-
jev, ki je zaradi lepila rahlo večja od same togosti tekstila, vendar tega v modelu nato nismo
upoštevali. Togost konstrukcije zagotavlja nadtlak v notranjosti. Za konstantni nadtlak skrbi
kompresor, ki ima merilec nadtlaka, tako da se lahko s povratno zanko v notranjosti kon-
trolira nadtlak. Nadtlak med rebri je rahlo višji. Trakovi reber so na kovinsko konstrukcijo
prilepljeni, slika 3.8.
Tekstil iz katerega je narejena cerada je iz umetnih materialov. Niti so pletene v različnih
smereh, s čimer se materialne lastnosti homogenizirajo. Modul elastičnosti in Poissonov
količnik sta bila pomerjena po standardu ISO 13934-1:2013 [18].
Postaja je obremenjena s tremi vrstami obremenitev: notranji nadtlak, lastna teža in snežna
obremenitev. Notranji tlak je konstanten in neodvisen od deformacije. Snežna obremenitev
je zelo splošna in lahko zajema veliko vrst snega, ki se med seboj razlikujejo po gostoti in
sposobnosti sprijemanja z lupino. Razlikuje se lahko tudi porazdelitev višine snega in sama
višina, kar vse vpliva na deformacijo.












Slika 3.8: Prikaz pritrditve lupine na spodnji
del konstrukcije
Slika 3.9: Narebričenost lupine in spoji med
rebri
3.5.2 Analiza postaje z enojno steno
Ker je analiza membrane, pri kateri upoštevamo narebričenost mnogo kompleksnejša od
enostenske, smo se v prvem koraku odločili za to poenostavitev.
3.5.2.1 Izdelava mreže
Mrežo smo izdelali v programskem okolju Wolfram Mathematica s pomočjo vgrajenega pa-
keta NDSolve FEM. Želeli smo strukturirano mrežo, ki poleg boljših rezultatov omogoča
tudi preprosto kontrolo zgoščevanja mreže.
Začeli smo s strukturirano mrežo kvadrata. Tri kvadrate smo nato sestavili v vogal kocke.
Temu vogalu, ki predstavlja eno osmino kocke, vrišemo eno osmino krogle. Točke, ki so
na kocki lahko sedaj radialno preslikamo na sfero tako, da njihov krajevni vektor normalizi-
ramo. Vozlišča skupaj s povezanostjo v elemente, ki se ohrani, sedaj sestavljajo strukturirano
mrežo na sferi (slika 3.10). Končna oblika strukturirane mreže na eni osmini sfere je vidna
na sliki 3.11a.
Ker je konstrukcija postaje nek večji del sfere, moramo manjkajoči del še dodati. Ker na
spodnjem delu mreže ni degenerativne točke v polu, lahko to mrežo naredimo po lažjem po-
stopku. Elemente dodajamo v pasovih po kotu ϑ, pri čemer zmanjšujemo njihovo velikost v
obodni smeri φ, njihovo število v enem pasu in njihova višina v smeri ϑ pa ostaja enaka. Na
koncu je potrebno mrežo skalirati na ustrezno velikost, kar pomeni, da krajevne vektorje po-
množimo s skalirnim faktorjem. Ker je bila prej mreža osnovana na enotski sferi, je skalirni
faktor kar enak željenemu radiju. Končna oblika strukturirane mreže lupine je na sliki 3.11.
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Slika 3.10: Prikaz preslikave strukturirane mreže kocke na sfero















Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(b) Mreža z dodanim spodnjim delom
Slika 3.11: Strukturirana mreža na prisekani sferi z enojno steno
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3.5.2.2 Izdelava numeričnega modela
Lupino smo poenostavili z enojno steno, tako da smo mrežo osnovali na sferi, kot je pred-
stavljeno v poglavju 3.5.2.1 Izdelava mreže. Izbrali smo tankostenske lupinske elemente
drugega reda, ki so izpeljani skozi 2 Teoretične osnove in pregled literature in s končno
enačbo v poglavju 2.8 Preprečitev rotacije.
Število neznank smo zmanjšali tako, da smo upoštevali simetričnost preko x − z in y − z
ravnine. Spodnji rob je vpet nepomično členkasto, kar je podobno temu, kar vidimo na sliki
3.8.
Uporabili smo materialne podatke, ki so bili pridobljeni z meritvami z enoosnim nateznim
preizkusom. Kljub temu, da gre za tkanino, za katere so značilne različne materialne lastnosti
v različnih smereh [19], smo material poenostavili kot homogen hiperelastičen material po
St. Venantovem modelu.
Na konstrukcijo delujejo 3 vrste obremenitev, ts. nadtlak, lastna teža in teža snega. Vsako
obremenitev smo dodali v svojem računskem koraku.
Nadtlak smo predpisali z dodatnimi elementi za tlak, ki so izpeljani v poglavju 2.12 Defor-
macijsko odvisna obremenitev. Elemente smo dodali kar na enako mrežo, ki sestavlja že
deformabilno telo. Ker so pomiki in rotacije vozlišč skupni, novi elementi predstavljajo le
dodatne notranje sile v sistemu.
Lastna teža je bila dodana tako, da smo za vsak element izračunali težo na podlagi površine,
debeline in gostote. Površino elementa smo izračunali, podatek o gostoti in debelini pa
je lastnost elementa. Ker vemo, da teža zaradi konstantne gostote deluje v geometrijskem
središču elementa, smo lahko vsakemu elementu prišteli del izračunane skupne sile teže. To
izračunamo iz integrala (2.39). Po tej enačbi vsakemu vozlišču pripada del skupne obreme-
nitve, ki je utežen z oblikovno funkcijo za to vozlišče.
V zadnjem koraku je bila dodana še snežna obremenitev, ki predstavlja težo snega na površini
lupine. Snežna obremenitev je funkcija radija, saj se velikost nabranega snega z oddaljeno-
stjo od pola zmanjšuje, saj se povečuje kot, s tem pa povečuje možnost zdrsa snega s kupole.
Nad določenim kritičnim kotom snežne obremenitve ni več. Preverili smo več vrst porazde-
litev višine snega, pri čemer smo ohranjali skupno težo snega pri približno 1200 N. Za primer








− r2)dr ≃ 1210 N, (3.5a)
pri čemer smo upoštevali koeficiente iz tabele 3.3. Druge porazdelitve, ki smo jih upoštevali
so
fS ,0 = ρsneggksneg,0, (3.5b)










Da določimo ekvivalentno vozliščno obremenitev, je potrebno izračunati integral. Ekviva-
lentna vozliščna sila ni več 1/8 skupne sile na element, kot je bilo to pri lastni teži, ampak
je potrebno izračunati integral (2.39) za vsako vozlišče in za vsak element. Prikaz kupole s
snegom v prerezu je prikazan na sliki 3.12.
Slika 3.12: Parabolična snežna obremenitev na lupini
3.5.3 Analiza postaje z dvojno steno
V drugem koraku smo nato poskusili dodati vpliv dvojne stene, tako da ugotovimo vpliv
narebričenosti na togost konstrukcije. V rebrih je tudi rahlo višji nadtlak kot v samem balonu.
Funkcija reber je v osnovi sicer termoizolativna.
3.5.3.1 Izdelava mreže
Mrežo smo izdelali z enakimi orodji kot mrežo v poglavju 3.5.2.1 Izdelava mreže. Za osnovo




Koordinate mreže smo nato transformirali v sferične koordinate. V sferičnih koordinatah
smo skalirali radij z velikosti 1 na ustrezno velikost R, skalirali smo pa tudi kot φ, tako da
smo dobili rebro širine β. S slednjim smo dosegli, da se je mreža skrčila po obodni smeri in
s tem prišla na širino enega rebra.
Na tej točki smo imeli izdelan trak sfere, ki pa ga je za rebro potrebno vbočiti oziroma izbočiti.
Vbočitev in izbočitev rebra poteka po radiju nove krožnice, ki ima dve točki pri kotih
φ = ±β/2 skupni z osnovno krožnico, glej sliko 3.13. Središče krožnice lahko določim
po kosinusnem izreku














kjer je β širina rebra.
Nov radij R′ , ki preslika točko P v P′, prav tako določim po kosinusem izreku










Rebro je potrebno skalirati še po kotu ϑ, saj želimo, da se na spodnjem robu vbočeni in
izbočeni del rebra stakneta. Skalirali smo z enačbo
R′not./zun. = R + (R
′






, ϑ ∈ [0, π/2 + α] , (3.8)
pri čemer kot α predstavlja velikost spodnjega dela sfere.
Vbočeni in izbočeni del rebra se vidi na sliki 3.14, celotno mrežo pa se vidi na sliki 3.15.
(a) Zunanji del (b) Notranji del
Slika 3.13: Geometrija rebra
40
Metodologija
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(a) Zunanji del
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(b) Notranji del
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(c) Celotno rebro
Slika 3.14: Pomreženo rebra
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
Slika 3.15: Mreža z dvojno steno z rebri
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3.5.3.2 Izdelava numeričnega modela
Pri izdelavi dvostenskega numeričnega modela se bomo sklicevali na enostenski model iz
poglavja 3.5.2.2 Izdelava numeričnega modela. Za analizo smo izbrali enake lupinske ele-
mente in upoštevali simetričnost. Ker se dvoslojna lupina pri deformaciji lahko stakne, smo
morali dodatno upoštevati še kontakt. Mreža na rebru je zasnovana tako, da se vozlišča
na vbočenem in izbočenem delu pokrivajo, tako da lahko za dovolj dober približek kon-
takta opazujemo samo medsebojni položaj vozlišč. Za tak primer se uporabljajo dodatni
elementi za razmak, ki so opisani v poglavju 2.13 Elementi za razmak. Vozlišča vbočenega
in izbočenega dela rebra zato povežemo z dodatnimi linijskimi elementi za razmak. To se
vidi na sliki 3.16.
Pri obremenjevanju z nadtlakom na zunanji del lupine deluje celotni nadtlak v medrebrskem
prostoru, na notranji del lupine pa deluje nadtlak iz notranjosti na eno stran in nadtlak iz
medrebrskega prostora na drugo stran. Zato lahko za notranji del lupine kot obremenitev
upoštevam le razliko tlakov. Pri snežni obremenitvi deluje teža snega le na zunanji del lupine.
Ostale lastnosti sistema so enake kot za enostenski model.
Slika 3.16: Notranji del mreže z elementi za razmak
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4 Rezultati
Numerična analiza mehanskega sistema je včasih lahko varljiva, saj lahko ob napačnih robnih
pogojih, materialnih podatkih in drugih lastnostih sistema vrne številke, ki zgledajo možne,
a so povsem napačne. Iz tega razloga smo v tem delu dali velik poudarek na preverjanje
izračunov in validacijo vrednosti, ki jih z numeričnim modelom pridobimo. Validacija je
sestavljena iz dveh različnih primerov. V prvem se primerja z analitičnim izračunom, v dru-
gem pa z eksperimentom. Pri primerjanju z analitičnim izračunom smo se osredotočili na
točnost vrednosti in morebitne razloge za odstopanje. Pri primerjanju numeričnega izračuna
z eksperimentom pa je bil cilj določiti pravilnost velikosti vrednosti in s tem ustreznost lu-
pinskega modela za konkreten primer. Želeli smo ugotoviti tudi mejo skladnosti, do katere
je numerični model še ustrezna reprezentacija realnosti. Na podlagi teh dveh primerjav smo
lahko verodostojno ovrednotili tudi zemeljsko postajo.
4.1 Korelacija analitičnih preračunov in numeričnih rezul-
tatov pri validacijskem primeru
Na sliki 4.1 se vidi primerjavo deformacije v εφφ smeri. Vozliščne vrednosti (dobljene z in-
terpolacijo med integracijskimi točkami) se zelo dobro ujemajo po celotnem območju. Ano-
malije se opazijo samo pri robu, vendar so bile pričakovane. Napaka je posledica napačnih
robnih pogojev pri numeričnem izračunu. Čeprav je na sliki 3.1 označeno pomično vpetje
v tangencialni smeri na začetni položaj, je v resnici za dosego popolnega membranskega
stanja, ki ga predpostavlja izračun, potrebno preprečiti upogibne momente. Te preprečimo
tako, da prostostna stopnja vozlišč na robu ni vezana na začetno, ampak na trenutno stanje.
To pomeni, da se točka na robu ne pomika navzdol po premici, ampak po krivulji, ki se ra-
hlo odmika od središčne osi skladno s spreminjanjem radija ukrivljenosti lupine. Za robne
pogoje, kot so bili uporabljeni, pa je numerični izračun točnejši, saj upošteva upogibne mo-
mente. Dovolj daleč od roba so upogibne napetosti zelo majhne in se izračuna popolnoma
prekrivata. S to primerjavo smo potrdili pravilno delovanje metode, saj se dobljeni rezultati
ujemajo s pričakovanimi rezultati.
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Slika 4.1: Primerjava rezultatov izračuna po analitični in numerični poti
4.2 Eksperimentalna analiza žogice
Po razbremenitvi žogice smo opazili, da žogica ostane v deformiranem stanju, kar pomeni,
da smo presegli elastično območje. Tudi pri manjših obremenitvah, kjer se je žogica navi-
dezno povrnila v začetno lego, se je na notranji strani lahko opazil obroč drugačne barve, ki
nakazuje na prisotnost plastičnih deformacij, slika 4.3. Ker je na mestu, kjer je žogica v kon-
taktu s cilindrom, relativno majhen radij ukrivljenosti, lahko pričakujemo velike upogibne
napetosti. Iz tega vidika so plastične deformacije na tem mestu pričakovane.
Krivulja F − x se vidi na sliki 4.2. Po analogiji s preskočnim sistemom dveh palic smo
pričakovali, da bomo opazili točko uklona kot padec sile, vendar se je izkazalo, da se spre-
meni le naklon funkcije. Razlog je v tem, da do preskoka sistema ne pride čez celotni sistem,
ampak se vbočitev zvezno radialno širi. Vbočeni del ne prenaša več obremenitev, ampak jo
prenašajo le stene kroglice.
Preskok sistema je vseeno prisoten, vendar pri večji deformaciji. Do preskoka pride, ko
vbočeni del iz sferične oblike preskoči v kvadratno (na sliki 4.2 pri 7 mm). Kvadratna oblika
se pojavi na spodnji in na zgornji strani simetrično, na slikah 4.4a in 4.4b. To smo tudi
pričakovali glede na druge študije [20].
Spremljali smo tudi deformacijsko polje žogice, ki ga lahko vidimo na sliki 4.9. Postavitev
eksperimenta (slika 3.3) žal ni omogočala spremljanja deformacij na vrhu, kjer jih je kon-
takt med cilindrom in žogico zakril. Opazujemo le stranski del, ki ni izpostavljen velikim
deformacijam, zato se ne vidi tako dramatičnih sprememb.
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Slika 4.2: Reakcijska sila v odvisnosti od pomika pri eksperimentu
Slika 4.3: Obroč plastične deformacije pri pomiku w = 4 mm
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(a) Spodnja stran (b) Zgornja stran
Slika 4.4: Deformirana žogica
4.3 Numerična analiza žogice
Numerično analizo smo izvedli skladno z eksperimentom in sicer do zelo velikih deformacij.
Kljub temu, da smo uporabili elastični materialni model, čeprav gre pri večjih pomikih očitno
za plastične deformacije, smo dobili nekaj primerljivih rezultatov.
Na sliki 4.7 se lahko vidi potek deformiranja žogice. Na sliki 4.7a, je v nedeformiranem
stanju. Ko pride v kontakt s ploskvijo, se vrhni del polsfere izravna (slika 4.7b). Nazadnje
se pri nadaljnjem stiskanju ukloni in drži to obliko, kar vidimo na sliki 4.7c. Pri ekstremnih
pomikih se zgodi preskok sistema in žogica preide iz te deformacijske oblike v štirioglato,
slika 4.6a.
Vsi izračuni, ki so izven območja elastičnih deformacij so a priori napačni, ker smo uporabili
hiperelastični konstitutivni model. Bolj kot konkretne številke nas je v tem primeru zanimalo
obnašanje deformiranega telesa, ki pa je inherentna lastnost sferične geometrije in je zato
podobno tudi pri numeričnem izračunu. Zgolj iz numeričnega izračuna ne moremo določiti,
kje se začne plastifikacija - za to bi potrebovali podatek o meji plastičnosti ali eksperiment, ki
bi to pokazal. Iz velikosti napetosti pa lahko približno sklepamo, da je meja okoli w = 4 mm,
kar je ravno pri vbočitvi vrhnjega dela žogice.
Potek deformiranja se vidi tudi na grafu na sliki 4.5. Na abscisi je poves točke na polu w,
na ordinati pa multiplikator robnih pogojev λ. To je faktor med 0 in 1, s katerim množimo
predpisano vrednost robnega pogoja. Multiplikator robnih pogojev se inkrementalno veča, s
čimer izračun razdelimo na manjše, hitreje konvergirajoče dele (poglavje 2.11.1 Inkrementa-
cija obremenitve). Pri vrednosti 0 je torej predpisani pomik srednje ravnine 0, pri vrednosti
1 pa dobi končno vrednost 3 mm. Začetni linearni del od točke (0, 0) do točke (0.9, 0.3)
opisuje, kako se lupina le translatorno pomika proti togi ploskvi, saj je bilo med togo plo-
skvijo in žogico 1 mm razmaka. Pomik ne doseže točne vrednosti 1, saj je to odvisno od
koraka, s katerim večamo multiplikator λ. V primeru, da se λ poveča na tako vrednost, da bi
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bil pomik večji od 1, se začne zaradi robnega pogoja vrh izravnavati, zaradi česar narastejo
notranje sile v sistemu, ki povzročijo, da se pri večji spremembi λ (z drugimi besedami, pri
večjem pomiku srednje ravnine navzgor) poves ne spremeni. Od te točke naprej se začne
lupina elastično deformirati. Vpeti rob lupine se še naprej pomika proti togi ploskvi, med-
tem ko pol lupine ostaja na mestu, saj je translatorno gibanje v navpični smeri omejeno.
Kontaktna površina tako raste do točke, kjer se lupina ukloni (1, 0.7). Takrat se točka začne
zelo hitro pomikati navzdol in lupina zavzame značilno obliko na sliki 4.7c. V nadaljnem se
deformacija še povečuje, vendar lupina oblike ne spreminja.
Slika 4.5: Numerična analiza stiskanja žogice
(a) Deformirana žogica pri skrčku 13 mm (b) Prikaz Misesovih napetosti pri skrčku 13 mm
Slika 4.6: Numerični izračun deformacij žogice
47
Rezultati
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(a) Nedeformirano
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(b) Pred uklonom
Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
(c) Po uklonu
Slika 4.7: Deformirano stanje žogice
4.4 Korelacija preračunov in eksperimentalnih rezultatov
Pri primerjavi uklonskih oblik, na slikah 4.4a in 4.6a, se rezultati eksperimenta in numerične
analize ujemajo. Pri obeh poskusih dobimo pri velikih deformacijah značilno kvadratno
obliko, ki je simetrična na obeh straneh žogice. Tudi sam velikostni razred povesa je podo-
ben kljub poenostavitvi pri numerični analizi o elastičnem odzivu. Neposredno številk ne
moremo primerjati, ker se je pri eksperimentu neznani del elastične deformacije povrnil.
Na sliki 4.8 vidimo primerjavo krivulj F − x pri izračunu in pri eksperimentu. Opazimo
lahko, da se v začetnem linearnem območju, kjer poteka le izravnava pri polih žogice, krivulji
povsem ujemata. Po začetku vbočitve začne numerični izračun rahlo dive gir ti, čeprav se
trend gibanja točk še ujema z eksperimentom. Zgoščevanje mreže tu ni pomagalo, saj je
bila divergenca le še bolj izrazita. Iz tega sklepam, da se zaradi neustreznega materialnega
modela na določenih točkah pojavljajo koncentracije napetosti. To se vidi tudi na sliki 4.6b,
kjer lahko vidimo koncentracije napetosti na prepogibnem robu in še posebej v vogalih, kjer
se dva taka robova srečata.
Slika 4.8: Primerjava F − x krivulj med eksperimentom in numeričnim izračunom
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(a) Prileganje nedeformirane žogice iz
eksperimenta na numerični model
(b) Prileganje deformirane žogice iz eksperimenta
na numerični model pri w = 3 mm
Slika 4.9: Deformacijsko polje pri eksperimentu in numeričnem izračunu
4.5 Postaja
Zemeljska postaja Stream je bila analizirana po tem, ko smo metodo že validirali. Pouda-
rek je na analizi z enojno steno, ki bi morala zajeti vse ključne vplive na sistem in s tem
pravilno zajeti dogajanje ob prenašanju snežne obremenitve. Kot dodatna zanimivost pa je
predstavljen tudi koncept rešitve z dvojno steno, ki pa ima še neizkoriščen potencial. Za
konkretnejšo primerjavo rezultatov bi bilo potrebno model dodatno preveriti in izboljšati.
4.5.1 Postaja z enojno steno
Postaja se je pod vsemi tremi obremenitvami uklonila, kot smo pričakovali. Pri celotni obre-
menitvi se je vrh postaje usločil (slika 4.10a), kot smo videli pri eksperimentu na sliki 4.4a.
Ker ima postaja mnogo manjše razmerje hR kot je pri žogici za namizni tenis, lahko kljub
velikim deformacijam še vseeno pričakujemo napetosti, ki so manjše od meje plastičnosti.
To pomeni, da četudi se vrh postaje udre, to ne bi pomenilo škode na konstrukciji.
Da bi ugotovili maksimalno obremenitev, pri kateri je postaja še normalno funkcionalna, smo
poiskali točko, kjer se začne vrh kupole posedati. Na sliki 4.11 lahko opazujemo največjo
nosilnost preden se začne postaja gubati, ki je pri λ = 2,9. Do te točke se obremenitev
stalno povečuje, deformacija, ki jo pol postaje doseže, pa je 74 mm. Skupna sila zaradi teže
snega je bila v tej točki 1090 N. Pomembno je, da kritične obremenitve ne presežemo, saj
se v tem primeru poves močno poveča. Dodatno je bila narejena naknadna analiza s končno
obremenitvijo enako pravkar izračunani. Slika deformirane postaje pri teh pogojih je na sliki
4.10b.
Zanimal nas je tudi vpliv razporeditve snega na kritično silo. Izkazalo se je, da razpore-
ditev snega vpliva. To se vidi na sliki 4.12. Kritična sila se lahko razlikuje za 50 %. Za
dimenzioniranje je potrebno uporabiti najneugodnejši primer.
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(a) Pri celotni obremenitvi (b) Pri izračunani nosilni obremenitvi
Slika 4.10: Deformirana postaja
Slika 4.11: Spreminjanje parametra λ in pomika na polu skozi analizo postaje
Slika 4.12: Odvisnost velikosti kritične sile od porazdelitve snežne obremenitve
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4.5.2 Postaja z dvojno steno
Analiza vpliva dvojne stene je bila izdelana naknadno, ker nas je zanimal vpliv na togost
in možnost kasnejše optimizacije geometrije. Analiza je bolj informativne narave, saj je
veliko dejavnikov nepreverjenih. Na sliki 4.14 vidimo deformirano geometrijo pri kritični
obremenitvi, izračunani na enostenskem modelu. Najprej smo preverili, ali se bo sistem ob
velikih silah obnašal podobno, kot smo to videli v prejšnjih primerih. Ali se bo vrh kupole
usločil in kasneje prešel v kvadratno nagubano obliko, ali pa bo zaradi reber deformacijska
oblika drugačna. Silo smo povečevali, dokler je to omogočal numerični model, vendar nam
ni uspelo simulirati vbočitve. Ker geometrijsko lupina sedaj ni več sfera, je možno tudi, da
do gubanja sploh ne pride.
Pri obremenitvi s kritično silo, ki je bila določena na podlagi enostenskega modela, se je iz-
kazalo, da so pomiki malenkost večji. Pri primerjavi slike 4.14 s sliko 4.10b lahko vidimo, da
sta si geometrijsko in deformacijsko oba modela podobna, rahlo se razlikuje le maksimalni
poves. Verjetno zaradi drugačne geometrije sistem v nekaterih točkah, npr. kjer se staknejo
rebra, izkusi povečane pomike. Narebričenost torej vpliva na nosilnost konstrukcije.
Na sliki 4.13 lahko vidimo, kako se multiplikator robnih pogojev λ in poves na polu w
spreminjata skozi simulacijo. V območju λ ∈ [0, 1] se vidi faza napihovanja. Tu se λ
linearno veča, ker je velikost tlaka inkrementirana na manjše dele, ki se linearno večajo proti
1. Poves se tu rahlo poveča, kar pomeni, da se je pol dvignil glede na izhodiščno lego.
V območju λ ∈ [1, 2] poteka faza dodajanja lastne teže. Lastna teža je porazdeljena po
celotni kupoli in zaradi tega nima tako velikega vpliva na poves na polu, saj je deformacija
porazdeljena čez celoten sistem. Poves se rahlo zmanjša glede na prejšnjo fazo, vendar je še
vedno večji od izhodiščnega. V območju λ ∈ [2, 3] dodamo še snežno obremenitev. Tu zveza
ni več linearna, saj smo zamenjali metodo reševanja. Newtonov algoritem smo zamenjali z
Arc-Length metodo, ki velikost inkrementa λ prilagaja. Z dodajanjem teže se poves dokaj
zvezno in enakomerna manjša.
Mreža je bila v tem primeru slaba, saj vsebuje elemente s slabim razmerjem stranic in ostrimi




Slika 4.13: Spreminjanje parametra λ in pomika na polu skozi analizo pri dvoslojni steni




Z namenom potrditve enačb, ki so bile izpeljane v teoriji, smo vključili preprost primer,
ki je bil rešljiv analitično in numerično. Izbrali smo sferično kapo, ki je obremenjena z
lastno težo, primer pa je podrobneje predstavljen v 3.2 Validacija numerične metode. V
poglavju 4.1 Korelacija analitičnih preračunov in numeričnih rezultatov pri validacijskem
primeru sta predstavljeni rešitvi tega primera. Obe rešitvi se skladata na večjem območju
preračuna, do razlik pa pride na robu, kjer se zaradi različnih narav definicij robnega pogoja
kaže vpliv na deformacijo. Ker analitični izračun zajema le membranske sile, numerični
pa upogibne in membranske, smo validirali v resnici le del elementa. Analitični izračuni
po upogibni teoriji za sferične lupine so nekajkrat obsežnejši in smo se zato odločili za to
poenostavitev. Hkrati je odločitev utemeljena tudi s tem, da je končni cilj preračun postaje,
kjer tudi prevladujejo membranske sile. Upogibne sile so pri postaji majhne, ker je tekstil
zelo tanek in ne prenaša veliko upogibnih napetosti. Pri žogici za namizni tenis, vključeni v
eksperimentu, sicer upogibne napetosti niso zanemarljive, vendar pravilnost izračuna hkrati
validirajo tudi empirični podatki.
5.2 Eksperiment
Eksperiment (3.3 Eksperimentalna analiza uklona na sferi) smo izvedli, da bi lahko primer-
jali numerične izračune z realnimi podatki. Pričakovali smo, da bo do odstopanj prišlo pri
večjih deformacijah. Pri numerični analizi eksperimenta z žogico za namizni tenis smo ugo-
tovili, da so izračuni nad točko, ko se prične vbočitev, zelo nezanesljivi (slika 4.8). Do te
točke se izračuni in empirični podatki zelo dobro ujemajo, za tem pa izračun ne sledi več
realnem poteku deformacij. V območju, kjer je lupina žogice samo vdrta, a še ni nagubana,
sicer izračun še kaže pravilen trend in približno pravilne vrednosti, vendar je konvergenca
rezultatov slaba. Kriv je rob, kjer se začne poves, saj je tam velika ukrivljenost in s tem
velike napetosti. Pri eksperimentu se tam žogica plastično deformira, česar numerični model
ne upošteva. Ker napetosti v numeriki za tem le še rastejo, so tudi napake vedno večje. Pra-
vilna pa je deformacijska oblika, ki jo žogica zavzame. Ta je očitno značilnost geometrije in
ne materialnih lastnosti. Eksperiment je vseeno potrdil, kar je bil cilj, tj. potrditev začetnega
linearnega dela in napoved kritične točke, kjer se togost strukture zmanjša. Pri postaji na-
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mreč ne želimo, da pride do te točke, oz. želimo imeti možnost napovedi. Večje deformacije
so že izven območja dopustnih deformacij in tako niso relevantne.
5.3 Postaja
Z validirano metodo smo se lotili numerične mehanske analize postaje. Ker je postaja realna
konstrukcija, je bilo potrebno upoštevati določene poenostavitve, predstavljene v poglavju
3.5 Analiza zemeljske postaje. Analizo smo najprej izvedli z enojno steno. Uspešno smo
določili velikost kritične obremenitve, ki pa je funkcija različnih parametrov. Preverili smo
vpliv porazdelitve snega na kritično silo (slika 4.12) in ugotovili, da velikostni razred ostaja
enak, obstajajo pa relativna odstopanja med rezultati. Ker povešanja ne želimo, je potrebno
dimenzionirati postajo na najneugodnejšo porazdelitev. Pri rezultatih parabolična porazde-
litev izstopa, saj bi glede na ostale rezultate pričakovali vrednost okoli 1500 N. Presenetljiv
je tudi trend, saj smo pred analizo pričakovali, da bo skoncentrirana sila okoli pola slabše
vplivala na konstrukcijo. Dodatno smo naredili še poskus z dvojno steno, ki pa ni dovolj
natančen, da bi lahko upoštevali rezultate. Analiza z dvojno steno je mnogo kompleksnejša,
saj je potrebno polega nove geometrije upoštevati tudi kontaktne pogoje med membranama.
Za točnejšo analizo bi bilo potrebno spremeniti mrežo, ki ima sedaj slabo pogojene elemente
na najbolj obremenjenih mestih. Prav tako se rebra pri postaji ne zaključijo v točko na polu,
ampak je na vrhu še manjša sferična kapa, ki povezuje vse trakove. Vseeno smo ugotovili,
da rebra najverjetneje imajo vpliv na togost konstrukcije in sicer jo zvišujejo. Pri dimenzio-
niranju smo tako na varni strani, če upoštevamo le en sloj.
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6 Zaključki
Cilj naloge je bila numerična analiza zemeljske postaje. Za preračun smo uporabili uve-
ljavljeno metodo končnih elementov, elemente zanjo pa smo izpeljali in sprogramirali. Z
različnimi validacijskimi primeri nam je uspelo, da smo lahko numerični analizi postaje do-
dali kredibilnost, rezultati pa so verodostojni.
V tej nalogi je bilo narejeno in ugotovljeno:
1. Pregled teorije lupin, kjer smo zbrali ključne informacije o geometriji, kinematiki in
napetostih.
2. Izbira ustreznega konstitutivnega modela, ki zajame elastično območje deformacij.
Izbran je bil Saint Venant-Kirchoffov materialni model, ki je najpreprostejši hiperela-
stičen model.
3. Izpeljava teorije in enačb za lupinske, kontaktne in obremenitvene končne elemente.
Za vse elemente je napisan postopek izračuna in tudi računalniška koda, ki omogoča
sprogramiranje teh elementov.
4. Validacija numerične metode na analitičnem primeru. Izbran je bil analitično izračunljiv
primer sferične membrane, obremenjene z lastno težo. Isti primer je nato zmodeliran
še numerično ter primejan med sabo.
5. Validacija numerične metode na eksperimentu z žogico za namizni tenis. V trgalnem
stroju smo tlačno obremenili žogico ter spremljali sile in pomike. Eksperiment smo
tudi numerično zmodelirali in primerjali rezulate obeh preizkusov.
6. Numerična analiza zemeljske postaje Stream z enojno in dvojno steno ter napoved
kritične obremenitve.
Z analitičnim primerom nam je uspelo potrditi izpeljano metodo končnih elementov. Rezul-
tati so se med seboj dobro ujemali, kar nam je dalo potrditev o pravilnosti delovanja metode.
Za potrditev primernosti izbrane teorije lupin z vsemi pripadajočimi predpostavkami smo
izvedli eksperiment. Kljub temu, da sistem ni povsem enak, saj gre za relativno precej debe-
lejšo lupino, so rezultati pokazali dobro ujemanje v elastičnem območju in pravilno napoved
deformacijskih oblik tudi pri večjih obremenitvah. S potrjeno metodo smo lahko analizirali
zemeljsko postajo Stream in izdelali numerični model, ki je sposoben napovedati deforma-
cije za določeno snežno obremenitev. Dodali smo tudi napoved kritične obremenitvene sile
za več vrst snežnih obremenitev.
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Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljevanju bi lahko poskušali upoštevati več dejavnikov, ki so bili v tem delu poeno-
stavljeni. Potrebno bi bilo izpopolniti mrežo za dvoslojno steno, preveriti vpliv različnih
materialnih modelov in izbrati najprimernejšega, narediti meritve na prototipu postaje itd.
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